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Miihendislikte birgok problem belirli kabuller altinda basitlestirilmekte ve basitlestirilmis modelin
matematik modeli kurularak analitik ya da sayisal yontemler ile ¢6ziime ulasiimaktadir. Bu basitlestirilmis
modellerden birisi de elastik zemine oturan kiris teorisidir. Elastik zemine oturan kiris teorisi demiryolu
hatlarinin ¢6ziimiinde kullanilan ve uygun sonuglar veren bir yaklagimdir. Elastik zemine oturan kiris
problemlerinin modellenmesinde kullanilan en basit yaklasim ise zeminin kirise etkisini tek bir parametre
ile temsil eden Winkler zemin modelidir. Bu ¢alismada balastli demiryolu hatlarinin statik analizi igin
diferansiyel doniisiim yontemi yaklagimi onerilmistir. Caligmada balastli demiryolu hatti literatiirden bilinen
Winkler zeminine oturan bir Euler-Bernoulli kirisi olarak modellenmistir. Once esdeger Winkler zeminine
oturan kirisin diferansiyel denklemi ve sinir kosullar1 yazilmis daha sonra ¢oziimii kolaylastirmak i¢in
diferansiyel denklem ve sinir kosullar1 boyutsuz hale getirilmistir. Boyutsuz dordiincii mertebeden adi
diferansiyel denklemin ¢6ziimii sinir kosullari dikkate alinarak diferansiyel doniisim yontemi ile
gerceklestirilmistir. Calismanin sonunda diferansiyel doniisim yontemi ile ¢6ziimiin uygunlugunu
arastirmak tizere literatiirden alinan bir 6rnek ¢oziilmiis ve sonuglar degerlendirilmistir.

Anahtar Kelimeler: Balastli demiryolu hatti; Winkler zemin modeli; Diferansiyel doniigiim yontemi; Statik
analiz

Application of the Differential Transform Method in Static Analysis of

Ballasted Railway Tracks

ABSTRACT

Many problems in engineering are simplified under certain assumptions and a mathematical model of the
simplified model is created and the solution is reached using analytical or numerical methods. One of these
simplified models is the theory of beams resting on elastic foundations. Beam theory resting on elastic
foundation is an approach used in the solution of railway track and gives suitable results. The simplest
approach used in modeling problems of beams resting on elastic foundations is the Winkler soil model,
which represents the effect of the soil on the beam with a single parameter. In this study, the differential
transformation method approach is proposed for the static analysis of ballasted railway track. In the study,
the ballasted railway track was modeled as an Euler-Bernoulli beam resting on the Winkler foundation,
known from the literature. First, the differential equation and boundary conditions of the beam resting on
the equivalent Winkler foundation were written, and then the differential equation and boundary conditions
were made dimensionless to facilitate the solution. The solution of the dimensionless fourth-order ordinary
differential equation was carried out by the differential transformation method, considering the boundary
conditions. At the end of the study, an example taken from the literature was solved to investigate the
suitability of the solution with the differential transformation method and the results were evaluated.
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1. GIRIS

Ulkeler kiiresellesen ticaretin ve seyahatin beraberinde getirdigi yiiksek hiza ve daha fazla yiik ve yolcu
tagimaciligina duyulan talep artis1 ile birlikte yeni demiryolu hatlar1 insa ettikleri gibi mevcut hatlarini da
iyilestirme yoluna gitmektedirler. Bu nedenle giiniimiizde artik gerek sehirigi ve gerekse sehirlerarasi yiik
ve yolcu tagimacihiginda demiryollarinin diger ulagtirma sistemleri igerisindeki payir da her gegen giin

giderek artmaktadir.

Demiryolu hatlar1 balastli ve balastsiz olmak tizere farkli sekilde insa edilebilmektedir [1]. Diinyada ve
iilkemizde ise yaygin olarak balastli demiryolu hatlar1 uygulanmaktadir. Balastli bir demiryolu hattina ait
kesit Sekil 1°de verilmektedir. Sekil 1’den de goriildiigii gibi balastli demiryolu hatlar tipik olarak ray, ray

baglanti elemanlari, travers, balast, altbalast ve taban zemininden olugmaktadir [2].
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Sekil 1: Balastli demiryolu hatti enkesiti [3].

Konvansiyonel yani balastli demiryolu hatlarinda raylar dogrudan tekerlek yiikiine maruz kalmakta ve bu
yiikleri baglant1 elemanlar1 araciligiyla traverslere aktarmaktadirlar. Traverslere aktarilan gerilmeler ise
sirasiyla balast tabakasi, altbalast tabakasi ve buradan da tasima kapasitesini asmayacak sekilde kabul

edilebilir bir seviyede taban zeminine iletilmektedir [4].

Demiryolu hattint meydana getiren bilesenlerin her biri farkli 6zelliklere sahip cesitli malzemelerden
olusmakta ve bu bilesenlerin yiiklemeler altindaki davraniglari da farklilik gostermektedir [5]. Demiryolu
hatlarinin gerek boyutlandirilmasi ve gerekse isletme sirasinda maruz kalacagi yiiklemeler altindaki
davranisinin belirlenebilmesi hattin gesitli yontemler ile analiz edilmesini gerekli kilmaktadir [6]. Bu
anlamda demiryolu hattinin davranisinin anlagilmasindaki ilk énemli ¢alisma 1867 yilinda Emil Winkler
tarafindan gerceklestirilmistir [7], [8]. Bu ¢alisma ile ortaya konulan modelde ray, siirekli lineer yaylardan
olusan elastik bir zemin tizerinde oturan sonsuz uzunluktaki kiris olarak diisiiniilmektedir [9]. Daha sonra
Zimmerman 1888’de yapmis oldugu analitik ve deneysel ¢aligmalar ile Winkler teorisinin demiryolu

hesaplamalarinda kullanilabilecegini kanitlamistir [10], [11]. Hetényi [12] tarafindan 1946 yilinda yazilan
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elastik zemine oturan kirisler ile ilgili kitap siliphesiz bu konudaki temel kaynaklardan biri olarak
goriilmektedir. Demiryolu hatlarinin yiikler altindaki farkli davraniglarinin ortaya konmasinda analitik ve
niimerik yontemlerin kullanilmasi ile tarihsel siireg i¢erisinde birgok ¢alisma gergeklestirilmistir [13], [14],

[15], [16], [17]. Literatiirde bu konu ile ilgili yapilan ¢aligmalarin bazilar1 asagida 6zetlenmistir.

Cai ve dig. [9] calismalarinda demiryolu hat modiiliiniin tanimlanmasinda kullanilan bazi mevcut
yontemleri agiklamislar ve elastik zemin modellerine dayali yeni bir hat modiilii hesaplama yontemini
onermislerdir. Winkler zemin modeli ve iki parametreli temel modelini kullanarak beton ve ahsap traversler
icin farkli hat bilesenleri ve degerleri ile sayisal drnekler ¢ozmiislerdir. Onerdikleri yaklasimin nispeten
pahali olan saha testlerinin gergeklestirilmesi noktasinda ihtiyaci ortadan kaldiracak bir fayda saglayacagini

ifade etmislerdir.

elastik zemine oturan bir kirisin dinamik analizi i¢in sonu elemanlar yontemi 6nermislerdir. Ayrica yontemi
demiryolu hat yapisinin analizinde uygulayabilmek amaciyla genisletmislerdir. Temel rijitligi, ilerleme hizi,
kiris uzunlugu gibi baz1 6nemli parametrelerin etkilerini incelemislerdir. Elastik bir temel lizerinde bulunan
kirislerin ve demiryolu raylarimin dinamik analizinin gergeklestirilmesinde bu ydntemin uygun kiris

uzunlugu ve eleman sayisi ile etkili bir yontem olabilecegi sonucuna ulagmiglardir.

Heelis ve dig. [19] demiryolu hattindaki diisey yer degistirmelerin tren hizi ve hat soniimiine bagl olarak
nasil degistigini Winkler zeminine oturan Euler kiris modelini kullanarak incelemiglerdir. Hat

deplasmaninin kritik hiz asilincaya kadar tren hizindaki artig ile artacagini ve bu kritik hizin ise zemin

Lu ve dig. [20] elastik bir zemin tizerindeki rayin uygulanan basing ve diisey yer degistirme arasindaki
iliskisini agiklamak i¢in kiibik bir polinom 6nermiglerdir. Winkler, Pasternak ve ayrik olarak modelledikleri
demiryolu hat yapisindan elde ettikleri sonuclar1 deneysel veriler ile karsilastirmislardir. Onerdikleri kiibik

modelin gergek demiryolu hat yapisini daha iyi temsil ettigini ifade etmislerdir.

Hendry ve dig. [21] turba zemin iizerinde insa edilmis olan hafif yiikseklikteki dolgulardan olusan
demiryolu hattinin tekrarli tren yiiklerine tepkisini 6lgmek amaciyla bir dizi ¢calisma gergeklestirmislerdir.
Calismada hem arazide hatta olusan deplasman Glglimlerini yapmislar hem de deplasmanin biiyiikligii
iizerinde dinamik kuvvetlerin biiyiikliiglinliin ve tren hizinin etkisini tespit edebilmek amaciyla Winkler
modelini kullanmiglardir. Gergeklestirdikleri analizler sonucu tren yiikii altinda dolgularda olusan yer
degistirmelerin dinamik etkilerden ziyade diisiik kaliteli dolgu ve yumusak zemin malzemelerinin statik

deformasyonundan kaynaklandigi sonucuna ulagmislardir.
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Sadeghi ve Barati [22] demiryolu hatlarinin analizi ve tasariminda kullanilan mevcut uygulama ve

yontemleri incelemis ve tasarim ile ilgili 6nerilerde bulunmuslardir.

Kumari ve dig. [23] hareketli dinamik yiiklere maruz kalan Winkler tipi elastik bir zemin {izerinde oturan
Bernoulli-Euler kirigini incelemisler iki parametre kullanarak modellemislerdir. Kritik hizin altindaki
hizlarda kiris ¢okmesinin mutlak degerinin yiikleme hizinin artmasiyla arttigin1 ve en yiiksek ¢okmenin

yiikiin kritik hizda hareket ettiginde olustugu sonucuna ulagmslardir.

Prakoso [24] demiryolu hattin1 analitik ve sonlu elemanlar yontemi ile analiz etmistir. Sonlu elemanlar
analizini ANSYS yazilimmi kullanarak iki ve ii¢ boyutlu olarak gergeklestirmistir. Elde ettigi sonuglari
karsilastirmak ve dogrulamak amaciyla Zimmermann metodunu kullanarak da hesaplama yapmustir.
Dogrulama sonucunda ANSYS yazilim ile gergeklestirdigi iki boyutlu sonlu elemanlar modelinde elde
edilen elastik egrinin Zimmermann yonteminde elde edilene ¢ok benzer oldugunu ancak ii¢ boyutlu sonlu

elemanlar modelinde 6zellikle maksimum ¢okmenin farkli olarak elde edildigini belirlemistir.

Mohanta ve dig. [25] ¢alismalarinda demiryolu hattinin statik analizini Winkler tipi zemin olarak siirekli ve
ayrik olmak tizere iki farkli sekilde gergeklestirmislerdir. Euler-Bernoulli kiris teorisi ve Timoshenko kiris
teorisi ile elde ettikleri cokme degerlerini benzer olarak elde etmislerdir. Ancak ayrik modelden elde edilen
sonuglarin siirekli model sonuglarina nazaran literatiirde gergeklestirilmis olan deneysel ¢aligmalara daha

yakin degerler verdigini belirtmislerdir.

Aksop ve Giiler [26] ¢calismalarinda Winkler ve sonlu elemanlar yontemlerini kullanarak balastli demiryolu
hattin1 elastik zemine oturan kiris modeli olarak ¢6ziip sonuglarini karsilastirmiglardir. Sonlu elemanlar
yontemini kullanarak gelistirilen basit modellerden elde ettikleri kiris yer degistirme ve moment

degerlerinin geleneksel Winkler yontemi ile elde ettikleri degerler ile benzer oldugu sonucuna ulagsmiglardir.

Kog [27] demiryolu hattinda ray titresimlerini analiz edebilmek i¢in ray1 elastik zemine oturan siirekli bir
Euler-Bernoulli kiris sistemi olarak modellemistir. Ayrica ¢alismada ray titresimi ve yer degistirmesi
de analiz etmistir. Ray egilme modiiliindeki artisin ray deplasmanini azaltacagi, ray lizerinde hareket
halindeki tren hizinin artmasi ve bu hizin kritik hiza yaklagmast ile ray deplasmanin kademeli olarak artacagi

ve bu hiz ile aym sekilde titresim dalgasinin genliginin de artatacagi sonucunu elde etmistir.

Lamprea-Pineda ve dig. [28] elastik zemine oturan kiris teorisinin g¢esitli demiryolu miihendisligi
problemlerinde kullanildig1 caligmalar1 derleyerek demiryolu giiriiltiisii, demiryolu hat dinamigi ve
demiryolu zemin kaynakli titresim problemlerinin bu teori ile kullanildigir uygulamalara ait ¢éziimleri

vermiglerdir.
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Yelce ve dig. [29] elastik zemine oturan Kiris teorisinin tarihsel siiregteki gelisimini sunarak bu yaklagimin
demiryolu hatlarinin analizlerinde kullanilabilirligini irdelemislerdir. Ayrica ¢aligmada elastik zemine
oturan kiris modeli igin Onerilen 4. mertebeden diferansiyel denklemin ¢dziimiinii de ayrintili olarak

sunmuslardir.

Bu ¢aligmada ise statik yiikler altinda Winkler tipi elastik zemine oturan kirig olarak diisiiniilen balastl1 bir
demiryolu hattindaki ¢cokme ve egilme momenti degerlerini bulmak i¢in diferansiyel donilisim yontemi
kullanilmistir. Calismada Oncelikle Winkler tipi elastik zemine oturan kirise ait diferansiyel denklem
yazilarak boyutsuz hale getirilmis ve boyutsuz hale getirilmis olan diferansiyel denklemin ¢6ziimii, sinir
sartlar1 dikkate alinarak Diferansiyel Doniiglim Yontemi ile gerceklestirilmistir. Diferansiyel doniisiim

yontemi ile ¢oziim sayesinde degisken kesit ve degisken zemin kosullar1 da dikkate alinabilmektedir.

2. YONTEM

Calismada 6ncelikle demiryolu hatlarinin statik analizi i¢in kullanilan Winkler zemin modeli anlatilmistir.
Daha sonra ise diferansiyel doniisiim yontemi kisaca agiklanmustir. Bu boliimiin sonunda ise diferansiyel
doniisiim yonteminin balastli demiryolu hat problemine uygulanmasi yapilmistir.

2.1. Winkler zemin modeli

Sekil 2’de goriilen ve orta noktasindan bir tekerlek yiikii (P) ile yiiklenen sonsuz uzunluklu bir demiryolu

hatt1 ve bunun esdeger Winkler modeli goriilmektedir.

Rm Kiris

z |
—

k
g

Sekil 2. Orta noktasindan bir tekerlek yiikii ile yiiklenen demiryolu hatt1 ve esdeger Winkler kirig
modeli [9].

Sekil 2°de verilen Winkler modelinin dérdiincii mertebeden diferansiyel denklemi agsagidaki gibi yazilir [26]

4

Elg'i'ksby: 0 (1)
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(1) no.lu diferansiyel denklemdeki parametreler Cizelge 1’de verilmistir.

Cizelge 1: Diferansiyel denklemde kullanilan parametreler

Parametre Aciklama
E Elastisite modiilii
I Atalet momenti
Ks Zemin yatak katsayist
b Kiris genigligi
L Kiris uzunlugu
y Elastik egri fonksiyonu
z Konum

(1) no.lu diferansiyel denklemi boyutsuz hale getirmek amaciyla (2) no.lu doniisiim uygulanirsa (3) no.lu

boyutsuz diferansiyel denklem elde edilir.

=2 @)
€71
Eld*y
Lj@ + ksby =0 3)

(3) no.lu diferansiyel denklem diizenlenirse (4) no.lu denklem elde edilir.

dty  kebL*

i — (4)
gzt T g V=0

(4) no.lu diferansiyel denklem asagidaki gibi yazilabilir.

d4
d—;:+a’y=0 ©)

(5) no.lu denklemdeki o asagidaki gibi tanimlanmustir.

kobL*
EI

(6)

a =

Problemin sinir kosullar ise orta noktada donme sifir ve kesme kuvveti Q(0)=P/2 “dir. En ugta ise ¢ckme
ve egilme momenti sifirdir. Bunlar literatiirden bilindigi iizere boyutsuz halde (7) (8) (9) ve (10) no.lu

denklemlerle yazilabilir.
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L e=0 dyl_ (7)
de L
Eld3y

3. =1 y=0 )
El d?*y
L2 de? 0

2.2. Diferansiyel doniisiim yontemi ile ¢oziim

Diferansiyel donilisiim yontemi diferansiyel denklemlerin ¢oziimiinde kullanilan ve esasini Taylor seri
acilimdan alan etkili bir yontemdir [30], [31], [32]. Taylor seri a¢ilimi yardimiyla (11) no.lu denklem
yazilabilir [33], [34].

o)

y(e) = ) ek Vi) (1)

k=0

(11) no.lu denklemde Y[K] ifadesi doniisiim fonksiyonu olarak adlandirilmakta olup asagidaki gibi yazilir
[33], [34].

k
Y[k]=%[% 0<e<1 (12)

(12) no.lu bagint1 (11) de yerine yazilirsa (13) no.lu baginti elde edilir [33], [34].

d*y(e)
z k! [ dek (13)

(11) no.lu bagintinin diferansiyel doniistimii (14) no.lu baginti ile gosterilir [33], [34].

B
DT(%yF) = H(k o+ D|vk—0+p) (14)
i=1

(14) no.lu bagintidaki y # ifadesi asagidaki gibi gosterilmistir [33], [34].

B dfy(e) (15)
deb
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(14) no.lu doniisiim (5) no.lu diferansiyel denklemde uygulanirsa (16) no.lu baginti elde edilir [33], [34].

Y[k + 4] = —a Vik] k=0.n (16)
k+4)(k+3)(k+2)(k+1)

(7) ve (8) no.lu sinir kosullart uygulanirsa (17) ve (18) no.lu esitlikler elde edilir.

Y[1] =0 (17)

_-emr’ (18)

visi 6E1

Y[O0] ve Y[2] degerleri bilinmeyen olarak segilirse diger tiim Y’ler ikisi cinsinden (16) no.lu bagmnt1 ile
bulunabilir.
(9) ve (10) no.lu simir kosullarina da diferansiyel doniisim uygulanirsa (19) ve (20) no.lu denklemler

yazilabilir.

z Y[i] = 0 (19)

Z Y[ili(i = 1) = 0 (20)

i=0
(19) ve (20) no.lu denklemler matris formda asagidaki gibi yazilabilir.
a b Y[O]} _ (e
[c d] {Y[Z] - {f} (21)
(21) no.lu denklem daha kisa olarak asagidaki gibi yazilabilir.
A {Y[O]} _B 22)

Y[2]

(22) no.lu denklemin ¢6ziimiinden Y[0] ve Y[2] degerleri asagidaki gibi bulunur.

(i} =478 (23)
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Y[0] ve Y[2] bulunduktan sonra (16) no.lu bagintiyla tiim Y degerleri bulunabilir. Y’ler bulunduktan sonra
ise (11) no.lu bagint1 yardimiyla yer degistirme fonksiyonu ve onun ikinCi tiirevi yardimiyla ise egilme

momenti fonksiyonu elde edilir.

3. SAYISAL ORNEK COZUMU
Bu boliimde literatiirden [26] alinan 6rnek, diferansiyel doniisim yontemi ile ¢oziilmiistiir. Diferansiyel
doniisiim yonteminin ¢6ziimii i¢in Scilab ortaminda bir program yazilmis ve c¢odziimlerden elde edilen

sonuglar literatiir ile karsilastirilmistir. Cizelge 2’de 6rnege ait 6zellikler verilmistir.

Cizelge 2: Sayisal 6rnege ait 6zellikler [26]

Malzeme Ozellik

Ray tipi S49

Ray atalet momenti 1816 cm*
Ray elastisite modiilii 210 000 MPa
Ray poisson orani 0.3

Travers boyu 240 cm
Travers genisligi 25¢cm
Travers yiiksekligi 25cm
Travers kenar uzunlugu 50 cm
Travers araligt 65 cm
Travers elastisite modiilii 10 000 MPa
Balast derinligi 40 cm
Balast yatak katsayist 70 N/cm?3
Balast poisson orant 0.35

Teker yiikii 100 kN

Cizelge 3’de ise farkli terim sayilari i¢in diferansiyel doniisiim yontemi ile elde edilen orta noktanin yer

degistirme ve egilme moment degerlerinin literatiir ile karsilagtirilmasi verilmistir.

Cizelge 3: Sayisal ¢oziim sonuglarmin literatiir ile kargilagtirilmasi

Diferansiyel Doniisiim Y 6ntemi Winkler [26]
N=5 N=10 N=15 N=20 N=25
Cokme (cm) 0.059 0.13825 0.14873  0.17315 0.1734 0.1734

Egilme Momenti (kNem) 505042  2198.12  2578.40 2677.66 2678.32  2677.78

4. SONUC

Bu calismada balastl demiryolu hatlarinin statik yiikler altinda analizi i¢in diferansiyel doniisiim yontemi
uygulanmigtir. Calismada demiryolu hatt1 esdeger Winkler zeminine oturan bir Euler-Bernoulli kirisi olarak
modellenmis ve bu modele uygun olarak yazilan ve literatiirden bilinen diferansiyel denklem ve smir
kosullarina diferansiyel doniisim yontemi uygulanmistir. Calismanin sonunda sunulan yontemin

uygunlugunu gostermek {izere c¢oziilen Ornekte 25 terim sayisi ile analitik ¢6ziimiin yakalandigi
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goriilmiistiir. Sunulan diferansiyel doniisiim yontemi 6zellikle pratik ve hizli olmasi nedeniyle zemin ve

kirigin degisken olmasi durumlarinda iyi bir alternatif olarak diistiniilebilir.

CIKAR CATISMASI BEYANI

Yazarlar arasinda ¢ikar ¢atismasi bulunmamaktadir.

YAZARLARIN KATKILARI

L.S.: Kavramsallastirma, yontem, arastirma, kaynaklar, yazi yazma - orijinal taslak hazirlama.

K.B.B.: Kavramsallastirma, yontem, yazilim, dogrulama, yazi yazma - orijinal taslak hazirlama.
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